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Àííîòàöèÿ
Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ïñåâäîïîëèíîìè-
àëüíîé òðóäîåìêîñòè äëÿ ðåøåíèÿ èçâåñòíîé NP -ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è òåî-
ðèè ðàñïèñàíèé  ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåííîãî ñìåùåíèÿ äëÿ îäíîãî ïðèáîðà
ïðè çàïðåùåíèè ïðåðûâàíèé â îáñëóæèâàíèè òðåáîâàíèé. Ïîëó÷åíà îöåíêà àáñîëþòíîé
ïîãðåøíîñòè çíà÷åíèÿ öåëåâîé óíêöèè ðàñïèñàíèÿ, ïîñòðîåííîãî ñ ïîìîùüþ ïðåäëî-
æåííîãî àëãîðèòìà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñïèñàíèå, âðåìåííîå ñìåùåíèå, ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãî-
ðèòì, NP -ïîëíîòà, òðóäîåìêîñòü.
Ââåäåíèå
Îäíîé èç èçâåñòíûõ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè
ìàêñèìàëüíîãî âðåìåííîãî ñìåùåíèÿ äëÿ îäíîãî ïðèáîðà. Óêàçàííàÿ çàäà÷à ÿâ-
ëÿåòñÿ NP -ïîëíîé [1℄ â ñèëüíîì ñìûñëå, òî åñòü íå ñóùåñòâóåò ïñåâäîïîëèíîìè-
àëüíîãî àëãîðèòìà åå ðåøåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êëàññû P è NP íå ñîâ-
ïàäàþò. Åñëè äîïóñêàþòñÿ ïðåðûâàíèÿ â îáñëóæèâàíèè òðåáîâàíèé, òî çàäà÷à
ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåííîãî ñìåùåíèÿ ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ [24℄. Àëãîðèòìû òðóäîåìêîñòè O(n logn) ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëó÷àå îä-
íîâðåìåííî ïîñòóïàþùèõ òðåáîâàíèé èëè îäèíàêîâûõ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ áûëè
ïðåäëîæåíû â [4, 5℄. Ïîëó÷åíî ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è â ñëó÷àå îäèíà-
êîâûõ ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé [3, 6, 7℄. Â [8℄ ðàçðàáîòàí è
îáîñíîâàí àëãîðèòì ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîé òðóäîåìêîñòè ðåøåíèÿ NP -ïîëíîãî [9,
ñ. 293℄ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è, êîãäà òðåáîâàíèÿ ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü îäíîâðå-
ìåííî ïî íåóáûâàíèþ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ è íåâîçðàñòàíèþ ìîìåíòîâ ïîñòóïëå-
íèÿ. Ýòîò àëãîðèòì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ
çàäà÷è, ïðåäëîæåííîãî è îáîñíîâàííîãî â äàííîé ñòàòüå.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáîçíà÷åíèÿ
Íà îäíîì ïðèáîðå íå ðàíåå ìîìåíòà âðåìåíè t íåîáõîäèìî îáñëóæèòü n òðå-
áîâàíèé. Ïðîíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ ÷èñëàìè 1, 2, . . . , n è â äàëüíåéøåì áóäåì ãî-
âîðèòü îá îáñëóæèâàíèè òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N = {1, 2, . . . , n} . Çàïðåùàþòñÿ
îäíîâðåìåííîå îáñëóæèâàíèå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ è ïðåðûâàíèÿ ïðè îáñëó-
æèâàíèè òðåáîâàíèé. Äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ j , j ∈ N , çàäàíû ñëåäóþùèå ïàðà-
ìåòðû: ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ íà îáñëóæèâàíèå rj ; ïðîäîëæèòåëüíîñòü
îáñëóæèâàíèÿ pj ≥ 0 ; æåëàòåëüíûé (äèðåêòèâíûé) ñðîê çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâà-
íèÿ dj . ×èñëà t , rj , pj , dj ÿâëÿþòñÿ öåëûìè. Ïîä ðàñïèñàíèåì áóäåì ïîíèìàòü
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íåêîòîðóþ ïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà N . Áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç Π(N ′, t′) ìíîæåñòâî âñåõ ðàñïèñàíèé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé
ìíîæåñòâà N ′ ⊆ N ñ ìîìåíòà âðåìåíè t′ ≥ t . àñïèñàíèå îáñëóæèâàíèÿ òðåáî-
âàíèé ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà N ′ ⊆ N áóäåì íàçûâàòü ÷àñòè÷íûì íà
ìíîæåñòâå N ′ .
Ïóñòü π = (j1, j2, . . . , jn′)  íåêîòîðîå ðàñïèñàíèå èç ìíîæåñòâà Π(N
′, t′) , ãäå
n′ = |N ′|  êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå N , jk  íîìåð òðåáîâàíèÿ, êîòîðîå
îáñëóæèâàåòñÿ k -ì ïî ïîðÿäêó ïðè ðàñïèñàíèè π . Ìîìåíò tjk(π) çàâåðøåíèÿ îá-
ñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ jk , k = 1, . . . , n
′
, íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: tj1(π) =
= max{t′, rj1} + pj1 ; tjk(π) = max{tjk−1(π), rjk} + pjk , k = 2, 3, . . . , n
′
. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Lj(π) âðåìåííîå ñìåùåíèå òðåáîâàíèÿ j ∈ N
′
ïðè ðàñïèñàíèè π , òî åñòü
Lj(π) = tj(π) − dj .
Ïóñòü π∗ ∈ Π(N ′, t′)  ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì óíêöèÿ
F (π) = max
j∈N ′
Lj(π), π ∈ Π(N
′, t′) (1)
äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå Π(N ′, t′) . Òîãäà ðàñïèñàíèå π∗
áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûì íà ìíîæåñòâå Π(N ′, t′) . Åñëè N ′ = ⊘ , òî ïîëàãàåì
F (π) = −∞ , π ∈ Π(N ′, t′) , à ðàñïèñàíèå íà ïóñòîì ìíîæåñòâå áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç π⊘ . Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåííîãî ñìåùå-
íèÿ äëÿ îäíîãî ïðèáîðà çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè ðàñïèñàíèÿ, îïòèìàëüíîãî íà
ìíîæåñòâå Π(N, t) .
Ââåäåì íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü N ′ ⊆ N , N ′ 6= ⊘ , t′ ≥ t ,
π ∈ Π(N ′, t′) . Ïîëîæèì
rmin(N
′) = min
i∈N ′
ri;
rmax(N
′) = max
i∈N ′
ri;
pmax(N
′) = max
i∈N ′
pi;
T (π) = max
j∈N ′
tj(π);
J∗(π) = {j ∈ N ′ : F (π) = Lj(π)};
Jd(N
′) = {j ∈ N ′ : dj = min
i∈N ′
di};
Π∗(N ′, t′) = {π∗ ∈ Π(N ′, t′) : F (π∗) = min
pi∈Π(N ′,t′)
F (π)}  ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ
ðàñïèñàíèé íà ìíîæåñòâå Π(N ′, t′) ;
~Πr(N
′, t′) , ~Πd(N
′, t′)  ìíîæåñòâà ðàñïèñàíèé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíî-
æåñòâà N ′ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t′ , ñîñòàâëåííûõ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ìîìåíòîâ
ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé è â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ çàâåðøåíèÿ
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ñîîòâåòñòâåííî.
Åñëè òðåáîâàíèå i ïðåäøåñòâóåò òðåáîâàíèþ j , i 6= j , ïðè ðàñïèñàíèè π , òî ýòî
ñîîòíîøåíèå íîìåðîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç i
pi
→ j . Çàïèñü i
pi
→ N¯ , ãäå N¯ ⊆ N ′ ,
i 6∈ N¯ , îçíà÷àåò, ÷òî i
pi
→ j äëÿ ëþáîãî j ∈ N¯ , à çàïèñü N¯
pi
→ N¯ , ãäå N¯ , N¯ ⊆ N ′ ,
N¯ ∩ N¯ = ⊘ , îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ ïàð i , j òàêèõ, ÷òî i ∈ N¯ , j ∈ N¯, âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå i
pi
→ j .
2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû
Ïóñòü îáñëóæèâàåìûå òðåáîâàíèÿ ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü òàê, ÷òîáû
d1 ≤ · · · ≤ dn, r1 ≥ · · · ≥ rn. (2)
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Îïèøåì ïðîöåäóðó h0 ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ðàñïèñàíèÿ πh0 ∈ Π(N, t) , ÷òî çíà÷å-
íèå F (πh0) áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ F (π
∗) , π∗ ∈ Π∗(N, t) , íå
áîëåå, ÷åì íà âåëè÷èíó pmax(N) [10℄, òî åñòü
F (πh0)− F (π
∗) ≤ pmax(N). (3)
Ïðîöåäóðà h0 [10℄. Ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ñîáëþäàëèñü íåðàâåíñòâà (2).
Ïîëàãàåì t¯ = max{rn, t} , N1 = {1} , P1 = max{r1, t} +
∑
j∈N
pj − p1 , π
i
1 = (1) ,
πi1 ∈ Π(N1, i) äëÿ âñåõ i = t¯, . . . , P1 .
Ïóñòü óæå èçâåñòíû Nk , Pk , π
i
k äëÿ âñåõ i = t¯, . . . , Pk , è 1 ≤ k < n . Ïîëàãàåì
Nk+1 = Nk ∪ {k + 1}, Pk+1 = Pk − pk+1.
Äëÿ âñåõ i = t¯, . . . , Pk+1 ñòðîèì
π′i = (k + 1, π
max{rk+1,i}+pk+1
k ), π
′′
i = (π
i
k, k + 1), π
′′′
i = (k + 1, π
i
k),
π′i, π
′′
i , π
′′′
i ∈ Π(Nk+1, i), Πi = {π ∈ {π
′
i, π
′′
i , π
′′′
i } : F (π) = min
p¯i∈{pi′
i
,pi
′′
i
,pi
′′′
i
}
F (π¯)},
πik+1 = argmin{T (π)|π ∈ Πi}.
Ïðè k = n ïîëàãàåì πh0 = π
t¯
k , è ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ.
Òðóäîåìêîñòü ïðîöåäóðû h0 ñîñòàâëÿåò O(n
2P ) îïåðàöèé [10℄.
Ïóñòü γ  âåùåñòâåííîå ÷èñëî. àñïèñàíèå π ∈ Π(N, t) áóäåì íàçûâàòü äî-
ïóñòèìûì îòíîñèòåëüíî γ , åñëè F (π) ≤ γ . Îïèøåì ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ ñòðîèò
äîïóñòèìîå îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ γ ðàñïèñàíèå πh ∈ Π(N, t) ëèáî
óñòàíàâëèâàåò, ÷òî òàêîãî ðàñïèñàíèÿ íå ñóùåñòâóåò [11℄.
Ïðîöåäóðà h [11℄. Ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ñîáëþäàëèñü íåðàâåíñòâà (2). Ïîëàãàåì t¯ = max{rn, t} , N1 = {1} , P1 =
= max{r1, t}+
∑
j∈N
pj − p1 , π
i
1 = π
⊘
, åñëè max{r1, i}+ p1 − d1 > γ , è π
i
1 = (1) , åñëè
max{r1, i}+ p1 − d1 ≤ γ äëÿ âñåõ i = t¯, . . . P1 .
Ïóñòü 1 ≤ k < n è èçâåñòíû Nk , Pk , π
i
k äëÿ âñåõ i = t¯, . . . , Pk . Ïîëàãàåì
Nk+1 = Nk ∪{k+1} , Pk+1 = Pk − pk+1 . Äàëåå, äëÿ êàæäîãî i = t¯, . . . , Pk+1 ñòðîèì
ðàñïèñàíèÿ π′i, π
′′
i , π
i
k+1 ∈ Π(Nk+1, i) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïîëàãàåì π′i = π
⊘
, åñëè F (k + 1, π
max{rk+1,i}+pk+1
k ) > γ , è π
′
i = (k +
+ 1, π
max{rk+1,i}+pk+1
k ) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, π
′′
i = π
⊘
, åñëè F (πik, k + 1) > γ , è
π
′′
i = (π
i
k, k + 1) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ïîëàãàåì Πi = {π ∈ {π
′
i, π
′′
i } : π 6= π
⊘} , πik+1 = π
⊘
, åñëè Πi = ⊘ , è π
i
k+1 =
= argmin{T (π)|π ∈ Πi} , åñëè Πi 6= ⊘ .
Ïðè k = n ïîëàãàåì πh = π
t¯
k , è ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ.
Òðóäîåìêîñòü ïðîöåäóðû h ñîñòàâëÿåò O(nP ) îïåðàöèé [11℄.
Àëãîðèòì 1 [8℄. Ïîëàãàåòñÿ γ0 = F (πh0) . Ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû h , ãäå
γ = γ0 , ñòðîèòñÿ äîïóñòèìîå îòíîñèòåëüíî γ0 ðàñïèñàíèå π0h ∈ Π(N, t) .
Ïóñòü óæå ïîñòðîåíî ðàñïèñàíèå πk−1h , è k ≥ 1 . Òîãäà ðàñïèñàíèå π
k
h ñòðîèòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëàãàåòñÿ γk = γk−1 − 1 , ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû h , ãäå
γ = γk , ñòðîèòñÿ äîïóñòèìîå îòíîñèòåëüíî γk ðàñïèñàíèå πkh ∈ Π(N, t) . Åñëè
πkh = π
⊘
, òî ïîëàãàåòñÿ π∗ = πk−1h , è àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.
Òåîðåìà 1 [8℄. Ïóñòü íà ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N íàêëàäû-
âàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (2). Òîãäà àëãîðèòìîì 1 òðóäîåìêîñòè O(n2P + npmaxP )
áóäåò ïîñòðîåíî ðàñïèñàíèå, îïòèìàëüíîå íà ìíîæåñòâå Π(N, t) .
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3. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ
Èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî â ñòàòüå àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Äèðåê-
òèâíûå ñðîêè òðåáîâàíèé èçìåíÿþòñÿ òàê, ÷òîáû íîâûå ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé
óäîâëåòâîðÿëè îãðàíè÷åíèÿì (2). Äàëåå çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1.
Ïîëó÷åííîå ðàñïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ðàñïèñàíèåì ñ ìèíèìàëüíûì çíà-
÷åíèåì ãðàíèöû àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé óíê-
öèè (1) íà ìíîæåñòâå îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðè óñëîâèÿõ (2).
Ìèíèìèçàöèÿ ãðàíèöû àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè îáåñïå÷èâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì
àëãîðèòìà èçìåíåíèÿ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ.
Ïóñòü π∗, π′ ∈ Π(N, t)  îïòèìàëüíûå ðàñïèñàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé
ìíîæåñòâà N ñ ìîìåíòà âðåìåíè t ïðè äèðåêòèâíûõ ñðîêàõ dj è d
′
j ñîîòâåòñòâåí-
íî, òî åñòü max
j∈N
Lj(π
∗) = F (π∗) , max
j∈N
Lj(π
′) = min
pi∈Π(N,t)
max
j∈N
{tj(π) − d
′
j} . Î÷åâèäíî,
÷òî F (π′) ≥ F (π∗) .
Òåîðåìà 2 [12, . 36℄. Äëÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåííîãî
ñìåùåíèÿ ñ äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé dj è d
′
j , j ∈ N ,
èìååò ìåñòî F (π′) ≤ F (π∗) + ρ , ãäå ρ = max
j∈N
{dj − d
′
j} −min
j∈N
{dj − d
′
j} .
Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå öåëåâîé óíêöèè (1) îïòèìàëüíîãî ðàñïè-
ñàíèÿ çàäà÷è ñ äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè d
′
j , j ∈ N , îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ öåëåâîé
óíêöèè (1) îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ çàäà÷è ñ äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè dj , j ∈ N ,
íå áîëåå, ÷åì íà ρ . Ïîýòîìó åñëè ìîæíî ïîäîáðàòü äèðåêòèâíûå ñðîêè òðåáîâàíèé
d
′
j òàê, ÷òîáû çàäà÷à ñ íîâûìè ïàðàìåòðàìè òðåáîâàíèé ðåøàëàñü ýåêòèâíûì
àëãîðèòìîì, òî ïîëó÷åííîå ðàñïèñàíèå áóäåò ïðèáëèæåííûì äëÿ îáùåé çàäà÷è ñ
îöåíêîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé óíêöèè (1), íå
ïðåâûøàþùåé ρ .
Çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ãðàíèöû àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ρ ìîæíî ïîñòàâèòü êàê
çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N ïðî-
íóìåðîâàíû òàê, ÷òî
r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rn, (4)
ïðè÷åì
rj = rj+1 ⇒ dj ≥ dj+1 ∀ j = 1, . . . , n− 1. (5)
àññìîòðèì çàäà÷ó:
min
d
′
1
,d
′
2
,...,d
′
n
(
max
j∈N
{dj − d
′
j} −min
j∈N
{dj − d
′
j}
)
(6)
d
′
1 ≥ d
′
2 ≥ · · · ≥ d
′
n, (7)
åøåíèå çàäà÷è (6), (7) ìîæåò áûòü íàéäåíî ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî àëãîðèò-
ìà.
Àëãîðèòì 2. Ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N ñîãëàñíî (4), (5). Ïîëà-
ãàåì N1 = N .
Ïóñòü óæå ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî Nk , k ≥ 1 . Åñëè Nk = ⊘ , òî àëãîðèòì çàêàí-
÷èâàåò ðàáîòó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàõîäèì
lk = max{j ∈ Nk : dj = max
i∈Nk
di}, (8)
N¯k = {j ∈ Nk : j ≤ lk} , è ïîëàãàåì d¯
′
j = dlk äëÿ âñåõ j ∈ N¯k , Nk+1 = Nk \ N¯k .
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Ëåììà 1. åøåíèå çàäà÷è (6), (7) îòûñêèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 2
òðóäîåìêîñòè O(n logn) îïåðàöèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 2. Äëÿ ïåðåíóìåðàöèè
òðåáîâàíèé ïîíàäîáèòñÿ O(n log n) îïåðàöèé [13, ãë. 5, § 5.3℄. Ïîñêîëüêó N¯k ∩
N¯k+1 = ⊘ , òî äëÿ íàõîæäåíèÿ d¯
′
j äëÿ âñåõ j ∈ N ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå O(n) îïå-
ðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 2 ñîñòàâëÿåò O(n log n) îïåðàöèé.
Ïóñòü ÷èñëî èòåðàöèé àëãîðèòìà 2 ðàâíî m . Î÷åâèäíî, ÷òî ñîãëàñíî àëãîðèò-
ìó 2 çíà÷åíèÿ d¯
′
j äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì (7), òî åñòü
d¯
′
1 ≥ · · · ≥ d¯
′
n, (9)
è, êðîìå òîãî,
d¯
′
j ≥ dj , j = 1, 2, . . . , n. (10)
Ïîêàæåì, ÷òî
max
j∈N
{d¯
′
j − dj} −min
j∈N
{d¯
′
j − dj} ≤ max
j∈N
{d
′
j − dj} −min
j∈N
{d
′
j − dj} (11)
äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë d
′
j , óäîâëåòâîðÿþùèõ (7). Òîãäà óòâåðæäåíèå ëåììû áóäåò
äîêàçàíî. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ïðîèçâîëüíî öåëûå çíà÷åíèÿ d˜
′
j , j = 1, . . . , n , òàêèå,
÷òî
d˜
′
1 ≥ · · · ≥ d˜
′
n, (12)
è ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (11) ïðè d
′
j = d˜
′
j äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n .
Î÷åâèäíî, ÷òî max
j∈N
{dj −d
′
j} = −min
j∈N
{d
′
j −dj} è min
j∈N
{dj −d
′
j} = −max
j∈N
{d
′
j−dj}
äëÿ âñåõ d
′
1, . . . , d
′
n . Îòñþäà
max
j∈N
{dj − d¯
′
j} −min
j∈N
{dj − d¯
′
j} = max
j∈N
{d¯
′
j − dj} −min
j∈N
{d¯
′
j − dj} (13)
max
j∈N
{dj − d˜
′
j} −min
j∈N
{dj − d˜
′
j} = max
j∈N
{d˜
′
j − dj} −min
j∈N
{d˜
′
j − dj}. (14)
Ïîñêîëüêó òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N ïðîíóìåðîâàíû ñîãëàñíî (4), (5), òî òðåáî-
âàíèÿ l1, . . . , lm è ìíîæåñòâà N¯1, . . . , N¯m ìîæíî âûáðàòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 2.
Î÷åâèäíî, ÷òî N¯k ∩ N¯k+1 = ⊘ è N¯1 ∪ · · · ∪ N¯m = N . Îòñþäà
max
j∈N
{d¯
′
j − dj}−min
j∈N
{d¯
′
j − dj} = max
1≤k≤m
(max
j∈N¯k
{d¯
′
j − dj})− min
1≤k≤m
(min
j∈N¯k
{d¯
′
j − dj}) (15)
max
j∈N
{d˜
′
j−dj}−min
j∈N
{d˜
′
j−dj}) = max
1≤k≤m
(max
j∈N¯k
{d˜
′
j−dj})− min
1≤k≤m
(min
j∈N¯k
{d˜
′
j−dj}). (16)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç sk ∈ N¯k òàêîå òðåáîâàíèå, ÷òî
dsk ≤ dj ∀ j ∈ N¯k, k = 1, . . . ,m. (17)
Ñîãëàñíî àëãîðèòìó 2
d¯
′
j = d¯
′
lk
= dlk ∀ j ∈ N¯k, k = 1, . . . ,m. (18)
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Ñîãëàñíî âûáîðó (8) òðåáîâàíèÿ lk ñ ó÷åòîì (17), (18)
max
j∈N¯k
{d¯
′
j − dj} = dlk − dsk ∀ k = 1, . . . ,m, (19)
min
j∈N¯k
{d¯
′
j − dj} = 0 ∀ k = 1, . . . ,m, (20)
è dlk ≥ dj äëÿ âñåõ j ∈ N¯k . Êðîìå òîãî, â ñèëó (12) d˜
′
lk
≤ d˜
′
j äëÿ âñåõ j ∈ N¯k ,
k = 1, . . . ,m . Îòñþäà
min
j∈N¯k
{d˜
′
j − dj} = d˜
′
lk
− dlk ∀ k = 1, . . . ,m. (21)
Ïóñòü ÷èñëà Cj , j = 1, . . . , n , òàêîâû, ÷òî d˜
′
j = d¯
′
j + Cj . Òîãäà ñ ó÷åòîì (18)
d˜
′
j = dlk + Cj ∀ j ∈ N¯k, k = 1, . . . ,m, (22)
à èç (12), (22) ñëåäóåò, ÷òî
i ≤ j ⇒ Ci ≥ Cj ∀ i, j ∈ N¯k, k = 1, . . . ,m. (23)
Òàê êàê max
j∈N¯k
{d˜
′
j − dj} ≥ d˜
′
j − dj äëÿ âñåõ j ∈ N¯k , òî max
j∈N¯k
{d˜
′
j − dj} ≥ d˜
′
sk
− dsk .
Îòñþäà ñ ó÷åòîì (22)
max
j∈N¯k
{d˜
′
j − dj} ≥ dlk + Csk − dsk ∀ k = 1, . . . ,m. (24)
Èç (19)(21), (24) ñëåäóåò, ÷òî
max
j∈N¯k
{d¯
′
j − dj} − min
j∈N¯k
{d¯
′
j − dj} − (max
j∈N¯k
{d˜
′
j − dj} − min
j∈N¯k
{d˜
′
j − dj}) ≤ d˜
′
lk
− dlk − Csk
äëÿ âñåõ k = 1, . . . ,m . Ñîãëàñíî âûáîðó (8) òðåáîâàíèé lk è sk èìååì, ÷òî sk ≤ lk .
Òîãäà èç (22) ñ ó÷åòîì (23) ñëåäóåò, ÷òî d˜
′
lk
≤ dlk + Csk äëÿ âñåõ k = 1, . . . ,m .
Ïîýòîìó
max
j∈N¯k
{d¯
′
j − dj} − min
j∈N¯k
{d¯
′
j − dj} ≤ max
j∈N¯k
{d˜
′
j − dj} − min
j∈N¯k
{d˜
′
j − dj} ∀ k = 1, . . . ,m
è â ñèëó (15), (16)
max
j∈N
{d¯
′
j − dj} −min
j∈N
{d¯
′
j − dj} ≤ max
j∈N
{d˜
′
j − dj} −min
j∈N
{d˜
′
j − dj}.
Îòñþäà ñ ó÷åòîì (13), (14) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (11) ïðè d
′
j = d˜
′
j . Ëåììà äîêàçàíà.
Îïèøåì ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìàêñè-
ìàëüíîãî âðåìåííîãî ñìåùåíèÿ.
Àëãîðèòì 3. Äëÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà 2 íàõîäèì
íîâûå äèðåêòèâíûå ñðîêè d¯
′
j , j ∈ N . Äàëåå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1 ðåøàåì çàäà÷ó
ñ óñëîâèÿìè 2 ïðè dj = d¯
′
j .
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Òåîðåìà 3. Ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà 3 òðóäîåìêîñòè O(n2P + npmaxP ) îïå-
ðàöèé ñòðîèòñÿ ðàñïèñàíèå π′ ∈ Π(N, t) òàêîå, ÷òî F (π′) − F (π∗) ≤ ρ¯ , ãäå π∗ ∈
∈ Π∗(N, t) ,
ρ¯ = max
j∈N
{dj − d¯
′
j} −min
j∈N
{dj − d¯
′
j},
ïðè÷åì ρ¯  ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè
max
j∈N
{dj − d
′
j} −min
j∈N
{dj − d
′
j}
ïî âñåì d
′
1, . . . , d
′
n , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì (7).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2 èìååì, ÷òî F (π′) ≤ F (π∗) + ρ , ãäå π∗, π′ ∈
∈ Π(N, t)  îïòèìàëüíûå ðàñïèñàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ñ
ìîìåíòà âðåìåíè t ïðè äèðåêòèâíûõ ñðîêàõ dj è d
′
j ñîîòâåòñòâåííî. Èç ëåììû 1
ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ρ äîñòèãàåòñÿ ïðè d
′
j = d¯
′
j , j = 1, . . . n .
Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 2 íå ïðåâûøàåò O(n log n) îïåðàöèé, à òðóäîåìêîñòü
àëãîðèòìà 1  O(n2P + npmaxP ) îïåðàöèé, ïîýòîìó òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 3
ñîñòàâëÿåò O(n2P + npmaxP ) îïåðàöèé. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, èçìåíèâ äèðåêòèâíûå ñðîêè èñõîäíîé çàäà÷è è ðåøàÿ ïîëó-
÷åííóþ çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1 çà O(n2P + npmaxP ) îïåðàöèé, ïîëó÷èì
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ñ ìèíèìàëüíîé âåëè÷èíîé ãðàíèöû àáñî-
ëþòíîé ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé óíêöèè (1) íà ìíîæåñòâå
îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé çàäà÷è ïðè óñëîâèÿõ (2).
Àëãîðèòì 3 ïîêàçàë íåïëîõèå ðåçóëüòàòû ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâà-
íèè. Èç 1000 ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðàçìåðíîñòÿìè 3 ≤ n ≤ 10 â 220
ïðèìåðàõ áûëî ïîñòðîåíî îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, â îñòàâøèõñÿ 780 ñëó÷àÿõ
F (πA3)/F (π
∗) < 1.06 , ãäå πA3 ∈ Π(N, t) ïîñòðîåíî àëãîðèòìîì 3, π
∗ ∈ Π∗(N, t) .
Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ òåîðåòè÷åñêè èçâåñòíîé âåëè÷èíû àáñîëþòíîé
ïîãðåøíîñòè ρ ê ïðàêòè÷åñêè ïîëó÷åííîìó çíà÷åíèþ ñîñòàâèëî 1.3, ìàêñèìàëü-
íîå  2.
Summary
O.N. Shulgina, N.K. Sherbakova. Pseudopolynomial Approximation Algorithm for Solving
the NP -Complete Problem of Minimizing Maximum Lateness.
The artile states and proves pseudopolynomial omplexity approximation algorithm for
solving the sheduling theory known as NP -omplete problem, namely minimizing maximum
lateness on a single mahine, interruption in job proessing being banned. The bound value
absolute error of riterion funtion for shedule onstruted by algorithm is reeived.
Key words: shedule, lateness, pseudopolynomial algorithm, NP -omplete, omplexity.
Ëèòåðàòóðà
1. Bruker P., Lenstra J.K., Rinnooy Kan A.H.G. Complexity of mahine sheduling
problems.  Amsterdam: Math. Cent. Afd. Math. Beslisk, 1975, BW 43.  29 p.
2. Ëåáåäèíñêàÿ Í.Á. Ìèíèìèçàöèÿ ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ â ñëó÷àå ïðåðûâàíèÿ
ðàáîò // Çàï. íàó÷. ñåìèíàðîâ. Ëåíèíãð. îòä. Ìàòåì. èí-òà ÀÍ ÑÑÑ.  1978. 
Ñ. 117124.
3. Horn W.A. Some simple sheduling algorithms // Nav. Res. Log. Quart. 21.  1974. 
No 1.  P. 177185.
ÏÑÅÂÄÎÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÉ ÏÈÁËÈÆÅÍÍÛÉ ÀËÎÈÒÌ. . . 161
4. Lageweg B.J., Lenstra J.K., Rinnooy Kan A.H.G. Minimizing maximum lateness on one
mahine: omputational experiene and some appliations // Statist. Neer.  1976. 
No 1.  P. 2541.
5. Jakson J.R. Sheduling a prodution line to minimize maximum tardiness // Res. Report
43, Manag. Si. Res. Projet.  Los Angeles: Univ. of California, 1955.
6. Frederikson G.N. Sheduling unit-time tasks with integer release times and deadlines //
Inform. Proess. Lett.  1983.  V. 16, No 4.  P. 171173.
7. Simons B.A. A fast algorithm for single proessor sheduling // 19th Annu. Symp. Found.
Comput. Si., Ann. Arbor, Mih.  N. Y., 1978.  P. 246252.
8. Øóëüãèíà Î.Í. Òî÷íûé ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ îäíîé NP -
òðóäíîé çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé // Èññëåä. ïî ïðèêë. ìàòåì. è èíîðì.  Êàçàíü:
Êàçàí. ãîñ. óí-ò, 2004.  Âûï. 25.  Ñ. 148151.
9. Òàíàåâ Â.Ñ., îðäîí Â.Ñ., Øàðàíñêèé ß.Ì. Òåîðèÿ ðàñïèñàíèé. Îäíîñòàäèéíûå
ñèñòåìû.  Ì.: Íàóêà, 1984.  384 ñ.
10. Øóëüãèíà Î.Í., Ùåðáàêîâà Í.Ê. Îá îäíîì ïðèáëèæåííîì àëãîðèòìå ðåøåíèÿ NP -
òðóäíîé çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé // Èññëåä. ïî ïðèêë. ìàòåì. è èíîðì.  Êàçàíü:
Êàçàí. ãîñ. óí-ò, 2003.  Âûï. 24.  Ñ. 146155.
11. Øóëüãèíà Î.Í. Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ äîïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ äëÿ çàäà÷è ìèíèìè-
çàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåííîãî ñìåùåíèÿ // Èññëåä. ïî ïðèêë. ìàòåì. è èíîðì. 
Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàí. ìàòåì. îá-âà, 2001.  Âûï. 23.  Ñ. 150158.
12. Ëàçàðåâ À.À. Ýåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðèè ðàñïè-
ñàíèé äëÿ îäíîãî ïðèáîðà ñ äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé:
Äèñ. . . . êàíä. èç.-ìàò. íàóê.  Êàçàíü, 1989.  108 ñ.
13. Êíóò Ä. Èñêóññòâî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ÝÂÌ. Ò. 3: Ñîðòèðîâêà è ïîèñê.  Ì.:
Ìèð, 1973.  348 ñ.
Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ
01.10.08
Øóëüãèíà Îêñàíà Íèêîëàåâíà  êàíäèäàò èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò
êàåäðû ýêîíîìè÷åñêîé êèáåðíåòèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
E-mail: ONSHULmail.ru, Oksana.Shulginaksu.ru
Ùåðáàêîâà Íàòàëüÿ Êàçáåêîâíà  êàíäèäàò èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äî-
öåíò êàåäðû ýêîíîìè÷åñêîé êèáåðíåòèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
E-mail: nata6060mail.ru
